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Losungen der Ubungsaufgaben in
Diskrete Mathematik kompakt
(Bernd Baumgarten, De Gruyter, 2024)
— Kapitel 4: Logik —

Bitte beachten Sie:

e Versuchen Sie stets, die Aufgabe zundchst selbst zu I6sen! Das Anschauen einer ge-
lésten Ubungsaufgabe ohne vorherigen eigenen ernsthaften Bearbeitungsversuch
nutzt Ihnen hinsichtlich des Lernerfolgs oft nicht mehr als der Genuss einer Tasse
Kaffee: Es erzeugt einfach nur voriibergehend ein angenehmes Gefihl, hinterlasst
aber keinen bleibenden Effekt.

e Zu jeder Aufgabe kann es verschiedene korrekte Losungen bzw. Lésungswege und
fur jede Losung mehrere Schreibweisen geben. Daher sind die in der Folge vorge-
stellten Losungen durchweg nur als Beispiele zu verstehen.

e Zusétzliche Erklarungen stehen in eckigen Klammern [ ... ].

e Auch in Ubungsaufgaben kénnen Fehler stecken. Bitte beachten Sie die eventuelle
Korrigenda-Datei des Verlages.

4.1 Beispiele und Gegenbeispiele zu AL-Formeln
(c) und (f) sind vorschriftsmaRig.

[(a) Ein Junktor fehlt.

(b) Die Negation sollte nicht eingeklammert sein, also eine 6ffnende Klammer zu viel.
(d) Auf inoffiziell geduldete Weise sind die dulRersten Klammern weggelassen.

(e) Eine schlieRende Klammer fehlt.]



4.2  Syntaxbaum einer AL-Formel

a) Syntaxbaum wird wie folgt ausgefiihrt:
Baue eine neuen Baum bestehend aus einer Wurzel ohne Inschrift.
Lies das néchste Zeichen.
Ist es ,—’, dann
schreibe es in die Wurzel,
fuhre eine (neue, untergeordnete) Syntaxbaum-Berechnung aus
[Es gibt meist mehrere gleichzeitig offene Syntaxbaum-Berechnungen in
einer Aufruf-Hierarchie.],
hénge den davon erzeugten Baum als einziges Kind an die Wurzel, und
beende diese Ausfiihrung von Syntaxbaum.
Istes,(’, dann
fuhre eine (neue, untergeordnete) Syntaxbaum-Berechnung aus,
hénge den davon erzeugten Baum als erstes Kind an die Wurzel,
lies das ndchste Zeichen [Es muss ein Junktor sein.] und
schreibe es in die Wurzel,
fuhre eine (neue, untergeordnete) Syntaxbaum-Berechnung aus,
hénge den davon erzeugten Baum als zweites Kind an die Wurzel,
lies das ndchste Zeichen [Es muss )’ sein.] und
beende diese Ausfiihrung von Syntaxbaum.
Schreibe das Zeichen in die Wurzel. [Es muss, wenn der Algorithmus hier ankommt,
eine Aussagevariable sein.]
Beende diese Ausfiihrung von Syntaxbaum.

Das Syntaxbaum-Ergebnis von (AA (=B v C)) — D stehtin Abb. 4.1 rechts.
[Die Hierarchie der Syntaxbaum-Berechnungen hat die gleiche Form.]

b) Alle Aussagevariablen A, A, ... sind Formeln.
Sind ¢ und w Formeln, dann sind auch, — @, Apy , voy , > ey und <>¢y und
Formeln. [Dies ergibt die sog. polnische Notation, vgl. 6.7.2.]

C) Man legt in Gedanken die linke Hand an die Wurzel des Baumes und umrundet ihn
unter stdndiger Berthrung. Dabei notiert man jeden Knoten bei der ersten Begegnung.
[Im obigen Beispiel erhdlt man korrekt — AAv—BCD ]

4.3 AL-Formel-Eigenschaften

a) Jede Formel A;, Ay, ... enthdlt mindestens eine Aussagevariable.
Enthalten die Formeln ¢ und y mindestens je eine Aussagevariable, dann auch —¢,
(pry), (pvy), (p—y) und (9 vy).

b) Jede Formel A;, Ay, ... beginnt nicht mit einer schlieBenden Klammer ,)*.
Beginnen weder die Formeln ¢ und w mit ,)* [was aber gar nicht benutzt wird], so
beginnt weder —¢ noch (p Aw), (pvy), (p > w) oder (¢ <> w) mit,)".



4.4 \Worter Uber dem Alphabet der Aussagenlogik

Empfohlene Beispiele, jeweils mogliche Wirkung der [nichtdeterministischen] Algorith-
musschritte auf w und [deterministisches] Endergebnis:
i) (~(AA=B)—>-C) 2 ((xA=X)>—X) 2 ((XA=X)—>Xx) >
(—(XAX) > X) D> (x>X) > X>Xx) > x>
(i) ((AA()B—>-C) > (-(XA(=)x—>—x) 2> (=(XA(=)x—>x) > NEIN|
Antworten auf die Fragen:

o Der Algorithmus entscheidet, ob die Zeichenfolge eine AL-Formel ist.
e Er beruht auf Satz 4.4, der Teilwort-Teilformel-Eigenschaft der AL-Formeln.

4.5 Rekursiv definierte Funktionen auf ALForm

a) Fir jede Formel Ay, A, ... Grad(A) =0 .
Fur jede Formel ¢ : Grad(—¢) =Grad(p)-+1.
Fur jeden zweistellige Junktor ® und alle Formeln ¢ und y :
Grad ((p ®w)) '=Grad(p)+Grad(y).
b) Flr jede Formel Ay, Az, ...: Tiefe(4) =0 .
Fur jede Formel ¢ : Tiefe (—p)  =Tiefe (p) +1.
Fir jeden zweistellige Junktor @ und alle Formeln ¢ und y :
Tiefe...((p®w)) ‘= max(Tiefe (p), Tiefe (v)) +1.

C) Das Ergebnis ist die Anzahl
o der 6ffnenen Klammern bzw.
o der schlieBenden Klammern bzw.
o der zweistelligen Junktoren
in der Formel. [Diese drei Anzahlen sind gleich.]



4.6 Teilformel-Relation

a) Wir sollen also zeigen:

Fir alle ¢ € ALForm gilt: (#) ¢ e Teilf (¢) .

Laut der Definition von Teilf:

e Wegen Teilf (P) :={P} gilt (#) fur alle Ausagevariablen P.

e Wegen Teilf (—¢) =Teilf () u{—¢@} gilt (A) flr alle Negationen von AL-Formeln,
fur die (#) gilt.

o Wegen Teilf (p ®y) =Teilf (p) UTeilf () W{p®w} qilt (#) fur alle im letzten
Schritt mit einem zweistelligem Junktor ® = A, v, — oder <> gebildeten AL-For-
meln, deren Teilformeln (#) erfillen.

Also gilt (#) fur alle AL-Formeln wegen ihres induktiven Aufbaus.

b) Wir zeigen per Induktion: Fir alle ¢,w, 7 € ALForm gilt:

@ eTeilf (w) und w eTeilf (7) = @ eTeilf (), bzw. klrzer

Fur alle 7 € ALForm gilt:

(o) Teilfg (Teilf (7)) =Teilf (=) . [links: die Vereinigung aller Teilf (), y € Teilf (z)]

Laut der Definition von Teilf:

e Wegen Teilf (P) :={P} gilt (o) fur alle Ausagevariablen P.

e Gilt nun (o) fur ¢, so gilt es auch fur —¢, denn

Teilfo (Teilf (—g)) = Teilfg (Teilf (p)) UTeilf (—g) = Teilf (p) UTeilf (=p)}
=Teilf (p) UTellf (wp) = Teilf (). [gemé&l Definition: Teilf (¢) < Teilf (—¢) ]

e Analog folgt (o) leicht fir (¢ ®y), wenn es fur ¢ und w gilt.

C) Per Induktion zeigt man leicht:

e Jede Teilformel einer AL-Formel ¢ hat hdchstens so viele Zeichen wie ¢.
e Die einzige Teilformel einer AL-Formel ¢, die genau so viele Symbole wie ¢ hat,
ist @ selbst.

Ist nun ¢ eTeilf () und w eTeilf (p), so sind beide Teilformeln voneinander, haben
also von gleich viele Symbole, sind also identisch.

4.7 Teilformel-Relation

o Fr jede AL-Formel ¢ gilt ¢ e Super(¢) .

e Flr jede AL-Formel v e Super(¢) gilt: —y e Super (o).

e Fir je zwei AL-Formeln yw und 7z, von denen mindestens eine ein Element von
Super (o) ist, gilt:
Fir jeden Junktor ® = A, v, — oder <> gilt: w ® 7 € Super () .

[Nun gilt ¢ e Teilf () genau dann wenn y e Super(¢) gilt.]



4.8 Wahrheitswerteverlauf, Wahrheitstafel

a) A | B [A>B]| —B | (-BAA) | (A>B)v(-BAA)
W | W W F F W
W | F F W W W
F | w W F F W
F | F W W F W

b) A|B|C|BvC | AG(BVC) | C| CAA| (A (BVC)A(-CAA)
wiw|w| w W F F F
WIW[F| W W W, W W
WIF|w| w W F F F
W|F|F| F F W w F
Flw|w| w F F F F
FIW|F| W F W F F
FIF|w| w F F F F
FIF|F| F W W F F

4.9 Junktoren in natdrlicher Sprache

Teilsdtze sind hier durch die Anfangsbuchstaben der Worter auf offensichtliche Weise
abgekiirzt wiedergegeben. Erlauterungsbedurftig sind hdchstens:

Erd Es regnet Gbermorgen.

TiegS  Timist ein guter Schwimmer.

Kgmna Kranke gehen meist nicht arbeiten.

Fn Franz nervt.
FGn Franzens Gesang nervt.
a) Df - If f) Erm v Eri
b) If > Df [evtl. If & Df] Q) TiegT A TiegS
C) Df A (Ef A If) h) Fs— Fn
d) If > Df [evtl. If & Df] i) Fs — FGn
e) La A Lik [evtl. (La A Lik) A Kgmna]
[ — Beachten Sie die sprachlichen Varianten von — und A.

— Kausalitat wird in (c) herausgefiltert, gehort nicht zur AL.

— Gelegentlich (vgl. (b) und (d)) wiirde man im Alltag evtl. ,,fairerweise” <> anstatt —
als gemeint erwarten; da sind unterschiedliche Interpretationen maoglich.

— Die Existenz von Gegengriinden oder ein VerstoR gegen eine Art von Gesetzmé-
Rigkeit kann in (e) nur behelfsweise ausgedriickt werden. In der zweiten Variante ist
nicht sichtbar, dass die dritte Aussage das erste A kommentiert.

— Dass der Handelnde der gleiche ist, wird kann in (g) und (h) nicht aussagenlogisch
ausgedrtickt werden.

— (i) (F’s Gesang nervt) ist verschieden von (h). Es kdnnte in (h) ja beispielsweise
sein, dass F’s Gesang gut ist, dass er aber beim Singen stérende Ubertrieben theatra-
lische Gesten macht. ]



4.10 Semantische Formeleigenschaften und Formelrelationen

[Gelost durch Uberpriifung anhand der (zusammengelegten) Wahrheitstafeln.]

A | B |A>B | —-A | AA—-A | AAB | BHA | (A5B)v(B—A)
W | W (W F bYF: | W | W (dy Wi
W | F F F ' F | Fi W Wi
F | w We | W | F F F LW,
F | F | W W Fi | F W LW
(f)

(A>B)A(B—>A || «(B>A | B | B>-A| A>—-B

w F F F1| (F

(e) F F w W (g)d W

F —Ww F W W

w F w w) | (w

4.11 Semantische Eigenschaften von Formeln

A ist unten eine beliebige Aussagevariable, z.B. A;.

a)
b)

c)
d)

e)

f)
9)
h)
i)
)
K)

1)

JA:

NEIN:

NEIN:
NEIN:

JA:

NEIN:

JA:
JA:
JA:

NEIN:

JA:

JA:

[kontingent < kann je nach bel W und F sein < erfullbar + widerlegbar]

Jede allgemeingtiltige AL-Formel ist Gegenbeispiel.

[allgemeingiiltig = nicht widerlegbar = nicht kontingent

zB. A

zB. {A—-A} E AA—=A

[und die letztere Formel ist nicht erfullbar]

[Sie gilt unter den passenden Belegungen, die die Tautologien in der Menge W
machen, also unter samtlichen passenden Belegungen.]

zB. {A~A—-A}E A

[Ihre Elemente kdnnen fir kein bel alle W sein, da noch nicht einmal einzeln.]

[kontingent = kann W sein; dort ist —¢ dann F.]

[Keine Tautologie ist kontingent, also ist die Menge leer. |:go = @lz o]

z.B. AA—A [... denn die Theorie enthdlt alle Formeln, also auch A und —A/]

[Jede Theorie enthdlt alle Tautologien, also unendlich viele, z.B. Av —A,
AvAv—A, AvAvVAvV—A.]

[Waren fur {¢, ..., ¢,} alle Formeln ¢; bis auf hochstens eine nicht

widerlegbar, also unter allen Belegungen W, und ware diese Ausnahme-

Formel ¢, —wenn es sie gibt — erfillbar, also W unter mindestens einer

Belegung bel, dann wéren unter bel alle Formeln W und damit ware

{o}, ..., ¢,} eine erflllbare Formelmenge. Daher: Gibt es keine zwei

widerlegbare Formeln (,,—ZweiWid <), dann eine unerfiillbare (,, EineUnerf ).

Aus —Zweiwid — EineUnerf folgt aber ZweiWid v EineUnerf .]



4.12 Aquivalenz und Folgerung

Aus (1) [erster Spiegelpunkt] folgt (2) [zweiter Spiegelpunkt]:

Es gelte (1). Gilt nun z|=¢, d.h. alle Modelle von 7 sind Modelle von ¢, dann wegen (1)
(denn das besagt: gleiche Modelle von ¢ und y ) auch von y, also 7r|:1//. Entsprechend
schlieBt man von 7y auf zj=¢.

Aus (2) folgt (3):
Es gelte (2). Mit 7:=¢ folgt nun wegen pk¢ auch @y . Analog folgt mit 7=y
yEpaus yEy.

Aus (3) folgt (1):
Es gelte (3). Dann sind die Mengen der Modelle von ¢ und der von y sind wechselseitig
Teilmengen voneinander, also identisch, und damit ¢ und y dquivalent.

4.13 Denksportaufgabe und AL-Formeln

Teilformel fur KeineKollij = ,,Keine andere Zahl k kollidiert mit der Zahl k im Feld i,j,
beispielsweise
KeineKolly 15 = Ajo= —AoA ... A=Ago A [keine weitere 2 in gleicher Zeile]

—PooA ... A=Ay A [keine weitere 2 in gleicher Spalte]

—Aogp A —Po3p A —Pgrp A —hg3p
[keine weitere 2 im Rest der Region,
nur noch notwendig fiir die Felder
aulerhalb der gegebenen Zeile und Spalte]
Insgesamt ist zu fordern: KeineKolli;; A KeineKolljiz A ... A KeineKollggg .



4.14 Denksportaufgabe und Paradoxon

a) Seien A, B, C: Alina, Belinda, bzw. Celine sagt in ihrer
Aussage die Wahrheit, also
also —A, —B, —C: Alina, Belinda, bzw. Celine lugt in ihrer Aussage.

Die drei gegebenen Fakten bedeuten dann (A <> (—B A—C)), B<>—A und C & A.
Gesucht ist die (hoffentlich einzige) Belegung von A, B, C, die alle drei Fakten wahr macht.
Mit der Wabhrheitstafel ergibt sich, s.u.: Belinda sagt die Wahrheit; Alina und Celine liigen.

A|lB|C B | C| BA-C| Ac... —-A| Bo-A CoA
W W|W F F F F F F W
W W| F F W F F F F F
W|F|W W F F F F W W
W|F|F W | W w W F w F
FIW| W F F F U W W F
FIW|F F | W F W w W W
FIF|W W | F F W W F F
FIF|F W | W w F wW F w
b) i) Mit der gleichen Methode stellt sich heraus, dass keine Belegung die Wissens-

basis A<>—B, B<«>—C und C <> —A erfillt. Man kann das nicht damit
abtun, dann hatten halt alle gelogen, denn dann misste die Belegung
A, B, C — F die Wissensbasis erfiillen. Mindestens einige der Aussagen sind
also weder wahr noch gelogen, sondern unsinnig, und (i) lasst sich nicht
beantworten, da die Frage die Sinnhaftigkeit der Aussagen voraussetzt.

i) Dieses Problem tritt immer dann auf, wenn sich Aussagen auf sich selbst
beziehen, sei es auch zyklisch Giber andere Aussagen als Zwischenstationen.
Das passiert nicht, wenn man hdéchstens (ber friher gemachte Aussagen
spricht, aber nicht Gber gegenwartige oder zukinftige. Der Aufgabenteil (a)
war ein Glicksfall, bei dem es gerade mal gut geht.

[ Das bekannteste Beispiel der Art (ii) ist das Lignerparadoxon ,,Ich liige immer.“ (oder ,,Ich
lige eben gerade.”, oder ein Kreter sagt: ,,Alle Kreter liigen immer.” usw.). Ware der Satz
sinnvoll, dann wére er genau dann wahr wenn er falsch wére.

Versuchen Sie eine Variante mit Alina, Belinda und Celine zu erfinden, bei der genau zwei
verschiedene Belegungen Modelle sind. Dann konnten also einige der Aussagen sowohl
wahr als auch gelogen sein. Sagt eine Person ,,Ich sage gerade die Wahrheit™ (A), haben wir
bereits den gleichen Effekt: Die Wissensbasis A<> A ist mit beiden mdglichen Belegungen
von A erfllt; die Person kann sowohl gelogen als auch die Wahrheit gesagt haben!
Beurteilen Sie nun unter diesen Aspekten den logischen Nutzen von juristisch empfohlenen
Aussagen wie ,,Die folgende Erklarung gebe ich im Vollbesitz meiner geistigen Kréfte, frei-
willig und ohne Zwang ab.* ]



4.15 Folgerungen aus Formelmengen

a) ... mit kombinierter gewohnlicher Wahrheitstafel; die Formelmenge wird M genannt:
A|B|AvB| B—>A|WoE M?| Dort E A?
Wi W| W W hier ja
W | F W W hier ja
FIW| W F
F|F F W

Die Folgerung ist korrekt.

b) ... aus Platzgrinden mit kombinierter In-situ-Wahrheitstafel; die (erhoffte) Folge
sei ¢; die Formelmenge wird M genannt:

AlvIiB[SsIaAlalSTAlIvVvIB[a]AlAS[BIEM?2] E 9?
wiw/wiw wlwiw{wiwiw|{w|w|F|F|w]| hier | ja
WiW[F|w wlwiw|[w{w|F[F|w|w|w]|F]| hier | nein!
FIWWI|F|F|FIW|[F|wW/wW|W|F|F|F|w

FIFIFIW|F|FIW|F|F|IF|W|F|F|w|F]| nier | ja

Die (erhoffte) Folgerung ist inkorrekt.

4.16 Substitution

Vervollstandigung des Tipps: ... zum Beispiel ,,c :=b; b:=a; a:=c;*. [Wichtig ist, dass ¢ von
a und b (und am besten von allen irgendwo im Programm verwendeten Variablen) verschie-
den ist, damit keine unerwiinschte Wechselwirkung eintritt.]

Um die Substitution [P /¢, P/, ..., B/ ¢] zu ,sequentialisieren*, wahlt man k unter-
schiedliche Aussagevariablen Q;, i=1,...,k, diein
V =Vars(z) U{R, P,, ..., R }uVars(r) uVars(g,) wVars(e,) U...uVars(g,)
nicht vorkommen, und substituiert nacheinander einzeln
R/Q, P /Q,, ...biszu B /Qg und dann Q; /¢, Qy/¢,, ... biszu Q /¢y .
[ Die oben beschriebene Auswahl der Q;, i=1, ..., k,ist moglich, da V endlich ist und
deshalb m:=max({i € IN | A €V }) existiert. Dann wéahlen wir z.B. Q, = A, -
Die Wahl der Q; schliel3t Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Substitutionen aus.
Man beachte, dass die Wahl der Einzelsubstitutionen von z abhéngt. ]

4.17 Substitution

Zunéchst folgt aus dem Deduktionstheorem (Satz 4.8) mit M =< und E yw < D v, dass
pFv<E(@—w), und analog, dass vl <k (W — @) gilt. Insgesamt folgt fir
beliebige AL-Formeln o und 7z ,dass o=7 < (o <>7).

Die Substitution B /¢y, P/ @y, ..., B /¢ nennen wir kurz sub.

o=7 F(oo1) wegen des Deduktionstheorems, s.o.
= E(c<0)sup wegen des Substitutionstheorems, Satz 4.10
= [ (Osub < Tsub) wegen der Definition der Substitution

& Osub = Tsub wegen des Deduktionstheorems, s.o.



4,18 Ersetzung

a)

b)

Ersp, (@) = {o} v
IF o=y THEN {p}
ELSEIF ¢=—0 THEN  {=7|zeErsp, (o)}
ELSEIF ¢@=¢ Ap, THEN

{(7/\7 | O e ErS[(///p] (¢l)’ T e ErS[‘///p] ((02)}
ELSEIF ... [analog fir v, —, <> ]
ELSE %)

n-malige Anwendung des Deduktionstheorems ergibt

{200 -comFy < Fla—>(@—...> (@@ —>w).).

Nunist A—>(B—>C)=(AAB)>C.

n-malige Anwendung des Substitutions- und des Ersetzungssatzes liefert ...
o= (@ —>...> (@, > w).)=(@EL APy A...A @) = und damit
Fla—>(p—...> (@ >w).) @ E@rgpn...Ap)oy)

4.19 Substitution und Ersetzung

a)

b)

c)

Allgemeingiiltig sind (also ,, ..., gezeigt jeweils unter Verwendung des Ersetzungs-
theorems):

Peirces Gesetz mit A fur P, B fur Q: (A—>B)—>A)—>A,
mit Kontraposition fur aullerste Implikation: —-A—>—(A—>B)—>A),
mit Implikationsauflosung bei A — B: —-A—>—((-AvB)—>A) .
Aquivalent sind (jeweils wegen des Ersetzungstheorems):  AA(BAC),
mit Kommutativitat AA(CAB),
mit Assoziativitat (AAC)AB,
mit Kommutativitat (CAAAB .

Aquivalent sind (zunachst wegen Tautologie- und Kontradiktionsabsorption, mit A fiir
P und B fur Q, sowie mit Transitivitit von=): AA(Bv—-B), A und Av (B A—-B),
mit Kommutativitat bzw. Doppelnegation AA(—BvB) und Av (——BA—-B),

mit Implikationsauflosung bzw. de Morgan AA(B—B) und Av—(—-BvB),
schlieBlich mit Implikationsauflosung rechts Av—(B —B).

Tertium non datur P v —P und Substitution [P/ A— (B — —C) ] ergeben die Aussage.

4.20 Junktorenbasen

a.i)
a.ii)
b.i)
b.ii)
c.i)
C.ii)

—A=ATA
—A=AlA
AAB=(ATB)T(ATB)
ArB=(AL A (BIB)
AvB=(ATAT(BTB)
AvB=(A!B){ (Al B)



4.21 Junktorenbasen

Expansion nach A:
(B—>AA(AvB)=A>(B>T)A(TvB)/((B—>L) A(LVvB))
dann Expansion nach B:
=Bo>[A>((ToTA(TVT/({(T->LA(LVT))]
/ [A (L ->T)A(TvL)/((L>D)A(LVv D)
schlieRlich Auswertung der konstanten Teilformeln:
=B->[A->T/ LJ/[A->T/1]

[Zwei kiirzere &qgivalente ITE-Formeln sind [A— T/ L] und A.]

4.22 Junktorenbasen
Sei fur eine AL-Formel ¢ (#) die Eigenschaft: ¢y ,_a1=¢ oder grp /_a1=—¢.
Der induktive Aufbau der {<»,—}-Formeln ist klar:

wie der aller AL-Formeln, aber die Induktionsschritte fir die Junktoren A, v und —
entfallen.

Beweis der gewiinschten Aussage (#) fur alle {<»,—}-Formeln per Induktion iber den
Formelaufbau:
(1) (#) gilt fur A, Ay, Ag,... , denn mit der Substitution A /—A wird A zu —A;, und
ansonsten (k =1) bleibt A, unverdndert A, .
(ii-a) Sei @ {«<>,—}-Formel mit (#) und i aus 1,2,... . Dann ist
(—@)a 1-n1 = (P 7 /A7) » Und das ist wegen (#) =—¢ oder =—(—¢) =¢.
(ii-b) Sei @ und y {«<>,—}-Formeln mit (A) und i aus 1,2,... . Dann ist
(P > W)ip1-A1 = AA I-A] € VA /-a 1, Und das ist wegen (#) ...
= (p <> y) oder = (¢ <>y) oder = (¢ <> —y) oder = (¢ <> —y);
und somit = (¢ <> ) oder =—(p <> y)

(#) bleibt beim Ubergang zu dquivalenten Formeln erhalten:
Seien @ und y AL-Formeln, es gelte (#) fur ¢ und ferner sei @ =y . Wir betrachten
nun die Belegungen auf Vars(p)uVars(y). Darunter hat yia,_a; die Modelle

»Mpp a1 wobei M die Modelle von y durchlauft, und sich M ;a7 und M
durch gegenteilige A —Werte unterscheiden. Wegen ¢ =y durchlauft M auch die
Modelle von ¢ , also Mjs,_a; auch die Modelle von ¢y, _aj. Also haben
wia 1—a1 UNd @A /a1 dieselben Modelle, sind also zu ¢ oder —¢ aquivalent, also
auch zu y oder —y. Also gilt (A) flr .

Wére nun A — A, zu einer {<>,—}-Formel aquivalent , hitte es die Eigenschaft (#). Wahr-
heitstafeln zeigen sofort, dass weder —A — A,= A  — A, noch —A —> A,=—(A — A,) gilt.



4.23 Dualitat

a)

b)

Erstes Verfahren:
Zu ¢ mit Vars(¢) ={R, ..., R} ist stets W =—Qp/-p,.. P I-n] dual.
Sei y' die Formel gy, _p . g /g S0 dass y ==y’

Sei bel eine passende Belegung fir ¢ bzw. v bzw. y'. Wird ' unter —bel ausge-
wertet, so erhdlt jedes B den entgegengesetzten Wert wie unter bel. Vor dem P, steht
aber ein Negationszeichen, und die Formel —R erhalt nun denselben Wert, den in der
Auswertung von ¢ unter bel das P, erhélt. Daruiber sind die Syntaxbdume von ¢ bzw.
w' aber identisch, so dass ¢ unter bel und ' unter —bel den gleichen Wahrheitswert
erhalten, so dass schlieflich y, also —y', unter —bel den zu ¢ unter bel entgegen-
gesetzten Wahrheitswert erhélt.

Auch ein induktiver Beweis im Stile von (b) unten ist moéglich.

Zweites Verfahren: ¢ wird aquivalent als y in der Junktorenbasis {—,A,Vv} ausge-
driickt. In w wird nun jede Konjunktion durch eine Disjunktion ersetzt und umge-
kehrt, die A und v also gegeneinander ausgetauscht. Das Ergebnis sei die Formel /.
Behauptung: w4 ist dual zu w (und damit zu ¢).

Induktiver Beweis fur Formeln tber der Junktorenbasis {—, A, Vv}:
Vier Falle sind zu untersuchen, einer fir den Induktionsanfang, drei fur die
Induktionsschritte:

) Ist w eine Aussagevariable A;, so ist es identisch mit w4, und wenn wy
[=w=A] unter —bel ausgewertet wird, hat es den entgegengesetzten Wahr-
heitswert wie y [ =y 4 = A ] unter bel.

iia) Ist w=—z und 74 @ 7, so gilt auch wegen der Definitionen von 7y und @
wq =—my und wertye () = g(wert_pe (774)) - Es folgt
Wert_pei (W) = Wert_pe) (—7g) = g(wert_pe (774 )

= Wertye (7) = g(Wertye (—77)) = g(wertye (w))
(und zwar der Reihe nach wegen wy = -y, Definition von g, Dualitét 74 /7,
Definition von g, w =—rx).

i.b) Ist w =m Amy, mg@my und moq @ 7wy , alSO Wertye () = g(Wert_pg (7;)q)
und wert_pe ((77i)q) = g(wertyg (7)) = wertyg (—7;) , so gilt mit F<W
Wert_pei (wg) = wert_pe (771 A 72)g) = Wert_pey (719 v 7724)

= max(Wert_pe (7714 ), Wert_pe (7724))
= max(Wertye (—7r1), Wertye (—777))

= Wertbe| (—|7Z'1 Vv —|7Z'2) = Wertbe| (—|(7Z'1 A 7[2))

= g(Wertye (73 A 73)) = g(Wertpe ()
(und zwar der Reihe nach wegen der Definition von y , der des d-Indexes, der
v-Semantik, der Dualitdtsannahmen 74 @ 7y und 7,4 @ 7, , der v-Semantik,
der De Morgan’schen Regeln, der Definition von g und der von y ).
ii.c) Ist w=mvm, und (7;)q@m, folgt wert_pq (wy)=9g(wert,(yw)) ganz
analog zu (ii.b).



4.24 Konjunktive Normalform

a) nein  [Die 2. Klausel enthalt kein Paar P, —P und ist F unter bel(A) = bel(B) = F]
b) nein  [Die zweite, leere Klausel enthalt kein Paar P, —P, und ist sogar stets F.]
C) ja [Alle Klauseln ein enthalten Paar P, —P.]

4.25 Konjunktive Normalform

a) Algorithmus 4.1 (in Abschnitt 4.1.9) ergibt wie unten gezeigt die blau unterlegte
Losung mit sieben Klauseln a drei Literalen.

A|B|C|BvC A—(Bv(C) —~(A—>(BvQ))

wiwlw| w W F — (-Av-Bv—-C)A

Wi W/ F| w W F —» (-Av—BVvC)A

WI F | W| W W F Ly (-AVBV—C)A

Wi F|F| F F W AA—BA—C

FIWW| W W F = (Av—-Bv-C) A

FIW|F w W F —» (Av—-BvC) A

FIFIW| W W F » (AvBv—C) A

FIF|F F W F ™ (AvBvC)
Mit einer guten Idee (Algorithmus 4.3, s. gelber Pfeil mit Kasten oben rechts) reichen
insgesamt drei Literale, da eine Dualklausel auch eine KNF-Formel ist.

b) Ausgangsformel —(A—(BvCQ))

Elimination der Implikation - —(=Av(BvC))
Negation n&her zu den Aussagevariablen > ——AA—(BvC))
Negation nédher zu den Aussagevariablen > ——Av (—BA—-C)
Doppelnegation beseitigen > AA(—BA=C)

Assoziativitat >



4.26 Disjunktive Normalform

Die groRzligige Fragestellung erlaubt viele Antworten — hier nur drei Beispiele.
Aus 4.24: Welche der folgenden DNF-Formeln sind unerftllbar?
e (BACA-C)V(AABAAV(-AACAA)

® {{A, B, _‘A}’ {}}DNF

L {{A, B,—|A},{—|C,C},{—|B, B’C}}DNF
Antwort: die ersten beiden. Dies folgt aus Satz 4.18.

Aus 4.25 (I): Bringen Sie A— (Bv C) in DNF-Form mittels
a) Synthese aus Wahrheitstafel
b) syntaktischem Formel-Umbau

Antwort (a): Aus der Wahrheitstafel zu 4.25 sind nach Streichung der letzten
Spalte analog ablesbar
o die lange L6osung aus sieben dreiteiligen Dualklauseln
(AABAC)v...v(-AA—B A—=C) mit allen Kombinationen aufer
AA—-BA—-C,
e die kurze Lésung —AvBvC.

Antwort (b): A— (BvC) (Elimination der Implikation) > —AvBvC

Aus 4.25 (11): Bringen Sie —(A — (B v C)) in DNF-Form mittels
a) Synthese aus Wabhrheitstafel
b) syntaktischem Formel-Umbau
Antwort (a): Aus der Wahrheitstafel zu 4.25 ist AA—B A—C ablesbar.
Antwort (b): —(A— (B v C)) (Elimination der Implikation) > —(—-Av BvC)
(Anti-Distributivitat/ De Morgan) > —AA—-BA—-C > AA—-BA-C



4.27 Resolution

a)

b)

Die Wahrheitstafel liefert 16 F-Belegungen fur A, Bund C: ABC — WWW, ..., FFF ;
alle passenden Belegungen sind Gegenbeispiele.

Das fuihrt nach dem Wahrheitstafel-Rezept zu einer KNF mit 16 Klauseln:
(-Av—-Bv-C)A...A(AvBVvC).

Alternativ formen wir hier nach den ,,syntaktischen Regeln“ um, gehen dabei jedoch
mehrfach die folgenden drei Schritte auf einmal (Schlagwort: Wann ist eine Implika-
tion falsch?):

—(p—>yw) 2 A(—evy) 2 ——pA—Y D QAW
ﬁ((A—> B) > (C—>A—->(C— B))) Wann ist eine Implikation falsch? >

(A—>B)A—=((C—>A) > (C—>B)) dito >

(A—>B)A((C—> A A—=(C —B)) dito >

(A—>B)A((C—> A A(CA—-B)) Implikationen eliminieren >
(—-AvB)A((—C v A) A(C A—B)) entbehrliche Klammern weg -
((-AVB)A(=C v A)AC A—B] ist KNF, bzw. als Menge geschrieben >

{—A B}, {-C, A}, {C}, {-B}Hune

(A—B) - ((C — A) —» (C — B)) ist genau dann allgemeingultig, wenn die Nega-
tion unerfiillbar ist. ~((A— B) — ((C — A) — (C — B))) ist genau dann unerfiillbar,
wenn aus einer aquivalenten KNF-Formel, hier nach (a):

{-A B}, {-C, A}, {C} {-BHinr -

per Resolution die leere Klausel erzeugbar ist. Dies ist der Fall:

B} {AB} {CA {C}
\{ |A} ‘
\ {_| C}\

{}
Also ist {{—A B}, {—C, A}, {C}, {~B}«nr unerfiillbar und
(A—B) = ((C —> A) —» (C — B)) eine Tautologie.

Dualresolution fir {{—A, B}, {~C, A}, {C}, {~B}pne ergibt mit genau dem gleichen
obigen Bild wie die Resolution in (b), dass die DNF-Formel allgemeingiiltig ist.

[ Der Graph sei zum Verstandnis von unten nach oben interpretiert:
e Aus ,nichts* folgt (d.h. allgemeingdiltig ist) Cv —C.
e Aus —C folgt: Entweder A gilt nicht, oder A gilt zusatzlich zu —C, also
—Av (—C A A).

e Aus —A folgt: Entweder B gilt nicht, oder B gilt zusétzlich zu —A, also



4.28 Resolution

Abkirzungen: D - Dora dost.

G - Gerd grubelt.

H — Hans hustet.

I — Inaisst.

K — Kevin kichert.

L — Lenal&chelt.
Umformung in KNF (Mengenschreibweise):
—HvGvL > {(—H,G,L}
—Gv(IAD) 2> (—Gvh)a (—GvD) 2> (-G, I}, {—G, D}
—Lv(DAK) 2> (—LvD)A (—LvK) -> {—L,D}, {—L, K}
Dv—H, verneint: > —DAH -> (D}, {H}

[Resolution zeigt die Unerfillbarkeit der Menge dieser vier Aussagen bzw. sieben Klauseln.]
{—HGL} (-G, I} {-G,D} {(-LD} {(—L K} {—-D}} {H}

{G, L} {=L}

{D.L}

N

{D}

\ [ Das geht auch mit anderen
{} Resolutionsschritten.]



4.29 Tableaux, Dualtableaux

a) Tableaubaum:
(1): Knotennummer
[1]: Herkunftsknotennummer
v': Knoten wurde, da Nichtliteral, aufgelost.

Q) (AA—B)—>—-(A—>B)
— T~
(2) —(AA=B)v[1] () =(A—B)v[1]
— T~ (€))] A [3]
®) -A[2] (6)—Bv[2] () B [3]
8) B [€]

Erfallbar ist (AA—-B) ——(A— B) wegen der Zweige ohne Literalwiderspruch.

[ Das sind hier sogar alle, also von (1) nach (5) bzw. (8) bzw. (7). ]

Eine zu (AA—B) —> —(A— B) aquivalente DNF-Formel ist —Av Bv (AA—B).

[ Die drei Dualklauseln kommen von den Literalknoten in den Zweigen: — A vom
Zweig nach (5), B von dem nach (8) und A A—B von dem nach (7). ]

b) Dualtableaubaum:
1) (AA—-B)—>—=(A—>B)v
(2) —(AA=B) v [1]
(3) —~(A—>B)v  [1]
(4) —-A [2]
(6) -—B v [
(7) B [6]
/ \

@ AR © -8B I3

Aus den Zweigen des Dualtableaubaums lesen wir nach Rezept* ab, dass
(AvBv—-A)A(Bv—Bv—-A) eine zu (A~A—B)—>—(A—B) d&quivalente KNF-
Formel ist.

[* FUr jeden Zweig bildet die Disjunktion seiner Literale eine der Klauseln dieser
KNF-Formel.]

Und (AA—B)—>—(A—B) ist allgemeingultig, da alle diese Zweige entgegen-
gesetzte Literale enthalten.

[Jede Klausel der d4quivalenten KNF-Formel ist hier ndmlich eine Tautologie der Form
Pv —P v (der Rest der Klausel), und die ganze Formel ist als Konjunktion von
Tautologien selbst eine Tautologie.]



4.30 AL-Werkzeugkasten
Zeige ((AvB)A(—AVC)) > (BvO)

1 (AvB)A(—-AVC) Ann
Zeige BvC

2 —(BvC) Ann

3 —B 2, NOB

4 —C 2, NOB

5 AvB 1,UB

6 A 3,5,0B

7 —-AvC 1,UB

8 —A 4,7,0B

9 1 6,8, WE

10 BvC IB

11 ((AvB)A(—=AVC)) > (BVvO) BB

4.31 AL-Werkzeugkasten

a) 1 AvB Geg b) 1 AvVB Geg
2 A->C Geg 2 A->C Geg
3 Cv-B Geg 3 Cv-B Geg
Zeige C Zeige C
4 | =C Ann | Zeige B—>C
5 | —-B 3,4,0B 4 | | B Ann
6 | A 1,5, 0B 5 | | —B 4, NNE
7 | C 2,6 MP 6 | | C 3,5, 0B
8 | L 4,7 WE 7 | BoC BB
9 C IB 8 | C 1,2,7,0B
9 C DB
4.32 OBDD und ROBDD
(@ A (b) A (c) A d) A
\ VA
\ : / N
B\ \ |? / I? B o« . B
N4 e X,
w F w F W F W F

[Es geht natlrlich auch mit anderen Reihenfolgen als A-B-C-D.]



4.33 PL1 und nattrliche Sprache

a)

b)

c)
d)

e)
f)

Gr(M0) A Su(Md, Fr) U = Stddte in Deutschland

[ hier Sii: ... liegt stidlich von ... ]

—3X (Gr(x) A No(x, FI) U = Stéadte in Deutschland

=X (Gl(x) = Go(x)) U = Gegenstéande oder Materialien
VX ((Pe(x) A—=Ehr(x, pf)) > —We(x,ta)) U = Personen und Minzarten

[ hier Pe: ... ist Person, pf und ta sind Konstanten, ndmlich bestimmte Munzarten. ]
vx Jy(Ke(x, y) A Mag(y, X)) U = Personen

—3X(Sp(X) A KoTemp(x) A 3y(Pe(y) A Ess(y, x))) U = Speisen und Personen
[ hier KoTemp: ... ist auf Kochtemperatur, Sp: ... ist Speise ]

4.34 Freie und gebundene Variablenvorkommen

a)
b)
c)
d)

1 bindet 3,5 und 7; 2 bindet 4 und 6.

1 bindet 2 und 4; 3 bindet 5.
1 bindet 3; 2 bindet 4.
1 bindet 2; 3 bindet 6; 4 bindet 5.

4.35 Auswertung unter einer Interpretation

a)

b)

d)

Term (ina) / Formel (in b,c,d) Wert unter |

c 2

f(c) 3

f(f(f(c))) 6

P(f(c), f(c)) W [3teilt 3]

P(c, f(c)) F [2teilt nicht 3]

P(f(c),c) > P(c,c) W  [zB. weil P(c,c),2teilt2)]
P(x,y) W [2teilt2]

AyP(x,y) W [..nédmlich y =2 oder6.]
VXP(X,Y) F [ x=3 teilt nicht 2.]
Vx3ayP (X, y) W [zB. y=x.]

JyVxP(X, y) W [y=6]

vy ((WVxP(X,y)) — P(f(y),y) W [Alle teilen einzigy =6,

und 6 teilt 6 = f(6).]
[siehe P(c, f(c))in (b).]
[x=1]

VXP(X, f (X))
IXVYP(X, Y)

E'I'I

Fir 1 gibt es keinen konstanten Term in (U, Ik, lg,1g)!
[ Das ist nicht ungewohnlich: Fur die Mehrzahl aller reellen Zahlen gibt es keine hin-
schreibbaren Namen, denn von letzteren gibt es nur abzéhlbar viele, vgl. Kap. 5. ]



4.36 Semantische Begriffe in PL1

a)

b,c)

Gegenbeispiel 1: U =N, xRy <> x<y.

[Zu jeder nat. Zahl x gibt es eine echt groRere Zahl y. Es gibt aber keine nat. Zahl y,
die echt groBer als alle anderen ist: z.B. ist nie y<y ]

Gegenbeispiel 2: U ={0,}, xRy <=>x =Y.

Diese Gegenbeispiele reichen auch fir (b) und (c) aus, da alle drei dasselbe besagen.

Man kann aber fiir (b) und (c) ebensogut (a) und Satze zur PL1-Semantik verwenden:

b)

Die Folgerung —3yVvxR(X, y) = —Vx3yR(x, y) ist falsch:

Wére —3yVvxR(x, y) E —~Vx3yR(X, y) richtig,

dann ware —3yVvxR(X,y) — —Vx3yR(x,y) allgemeingdiltig,

dann Vx3yR(x,y) — JyVvxR(x,y) allgemeingiltig (Kontraposition) — ist es
aber nicht, siehe (a).

Die Formelmenge {Vx3yR(x, y), Vy—VxR(x, y)} ist erfiillbar:

Ware sie unerfullbar, dann ware Vx3yR(x,y) — —Vy—VxR(X,y) allgemein-
giltig. Es ist aber —Wy—VXR(X,Yy)=3yVvxR(X,y), und wir erhielten dann
uber —3yvxR(x,y) > —=Vx3yR(x,y) und Kontraposition, dass

VX3ayR(X, y) — IyVxR(X, y) allgemeinglltig ware — im Widerspruch zu (a).

4.37 Fehlinterpretationen von PL1-Aquivalenzen und -Folgerungen

[ Um mit Gegenbeispielen zu zeigen, dass ,,etwas™ in PL1 nicht generell gilt, brauchen wir ein
Universum und eine Interpretation (i.a. der freien Variablen, der Konstanten und der
Pradikate), unter der das Betreffende nicht gilt. ]

Da P> Q={P—>Q,Q — P}, ist (a) bereits durch Aufgabe 4.36.a erledigt, denn
dort gilt die Implikation nur in Gegenrichtung.

a)

b)

Seien z.B. ¢ =R(x,b), v =R(a,b) mit Variablenname x, Konstantennamen a, b und
Relationssymbol R. Mit der Interpretation in U ={0,1} von a und b durch 0 bzw. 1
und von xRy durch x=y

gilt VX — y, denn unter dieser Interpretation ist die Pramisse Vxg falsch,
denn nicht alle Elemente von U sind 1;

wird Vx (¢ — ) aber falsch, da fir x=1 ¢ wahrist (x=b=1), w (d.h.
0=1) aber nicht.

Seien z.B. ¢ =G(x), w =U(x) mit Variablenname x und Relationssymbolen G
und U. Mit der Interpretationin U = IN von G(x) und U (x) durch ,x ist gerade*
bzw. ,,X ist ungerade*

gilt Vx(@ v ), denn jede natirliche Zahl ist gerade oder ungerade;
wird Vxev Vxy aber falsch, denn weder sind alle natiirlichen Zahlen
ungerade noch alle ungerade.



4.38 Substituierbarkeit von Termen fuir Variablen in Formeln

a)
b)
c)

d)

T Q Schritte im Algorithmus 4.10

y VyP(f (X)) 1.x frei in ¢; 2. dort im Scope von Vy ;
3.y kommtin z vor = pnicht free (z,x, )|

f(x,y) R(x,y) = VyP(y) 1. x frei in ¢; 2. dort nicht im Scope von

vy >
f(x,y) VYR(y,c) v IyR(X,y) 1. x frei in ¢; 2. dort im Scope von Vy ;

3.y kommtin z vor - icht free(z, X, ¢)
f(xy) VXR(X,Y) 1. x nicht frei in ¢ - ffree(z, X, @)
f(y) VzZR(X, Y, z) 1.x frei in ¢; 2. dort im Scope von vz ;

3.y kommt nichtin z vor - ffree(z, X, @)

4.39 Unentscheidbarkeit

Wenn man nach der Lektlire der Aufgabe nicht restlos verwirrt ist (was beim ersten Kontakt
mit solchen Konstruktionen durchaus vorkommen kann), merkt man, dass man mit den Tipps
bereits so gut wie am Ziel ist:

Annahme: Ein Algorithmus EinsEins kann an einem Programmtext entscheiden, ob
das Programm bei einem Input ,,1* das Ergebnis 1 ausgibt.
Dann kann man mit EinsEins als Unterprogramm das Programm PgmStop aus dem
zweiten Tipp mit der angegebenen Leistung zum Laufen bringen. Was tut aber Pro-
gramm PgmStop? Es liest P und w. Daraufhin gilt:
— Stoppt P(w) (d.h. die Berechnung von P mit Eingabe w), so ist PgmPw(1) = 1,
was PgmStop erkennt und woraufthin es JA ausgibt.
— Stoppt P(w) nicht, so ist PgmPw(1) = undefiniert, also nicht 1, was PgmStop
erkennt und woraufhin es NEIN ausgibt.
Summa summarum: PgmStop liest ein Programm P, dann einen Input w und
entscheidet dann, ob P auf w einen Output produziert! (#)
Das (d.h. #) geht aber wegen der Unldsbarkeit des Halteproblems — wie im Beweis
von Satz 4.29 erwahnt — nicht. Also muss die Annahme falsch sein.

[Man beachte, dass EinsEins zum Output NEIN nicht nur merken kénnen muss, dass das
untersuchte Programm mit Input 1 einen Output # 1 ausgibt (Das wadre leicht festzustellen!),
sondern ggf. auch, dass es gar keinen Output produziert (Und das ist i.a. unmoglich.). Die
Aufgabe ist ein Spezialfall des sog. Satzes von Rice der Theoretischen Informatik.]




4.40 Unentscheidbarkeit

a)

b)

Vorgehen des Algorithmus:

Formel einlesen, negieren und die negierte mit einem geeigneten Halbentscheidungs-
Algorithmus als ,,Unterprogramm* auf Allgemeingultigkeit untersuchen.

Annahme: Es gibt einen Halbentscheidung-Algorithmus Wid fur Widerlegbarkeit.
Dann nimmt man einen Halbentscheidung-Algorithmus All fir Allgemeingiltigkeit
und schreibt einen Algorithmus Synth, der All und Wid mit der eingelesenen Formel
flttert und immer abwechselnd einen Schritt weiter rechnen lasst (Man programmiert
also auch am Laufzeitsystem herum, bzw. simuliert eines).

Nun ist jede eingelesene Formel entweder allgemeingiiltig oder widerlegbar. Stets
muss also irgendwann einer von beiden, Algorithmus All oder Algorithmus Wid, fertig
werden, im Falle der Allgemeingiltigkeit All, im anderen Falle Wid. Dann soll der
Synthese-Algorithmus Synth JA (wenn All gelang) bzw. NEIN (wenn Wid gelang)
ausgeben und stoppen. Dieser Algorithmus Synth wirde tber die Allgemeingultigkeit
entscheiden, was nach Satz 4.29 nicht moglich ist. Also muss die Annahme falsch
sein.

4.41 PL1-Werkzeugkasten

a)

b)

1 VX(P(X) — Q(X)) Geg

2 X((P(X) AQ(X)) — R(X)) Geg

3 P(m) Geg

Zeige R(m)

4 P(m) — Q(m) Sp, 1,[x/m]

5 Q(m) MP, 4,3

6 P(m) A Q(m) UE, 3,5

7 (P(m) AQ(m)) — R(m) Sp, 2,[x/m]

8 R(m) MP, 7,6

9 R(m) DB

Zeige VX[P(X) = Q(X)] = [VXP(X) = ¥xQ(X)]
1 VX[P(x) = Q(X)] Ann
Zeige VXP(X) — VxQ(x)

2 VxP (X)) Ann

Zeige VxQ(x) Ann
Zeige Q(a) Ann

3 P(a) - Q(a) Sp, 1, [x/a]

4 P(a) Sp, 2, [x/a]

5 Q(a) MP, 3,4

6 Q(a) DB

7 VxQ(x) AB

8 VXP(X) = VXQ(X) BB

9 VX[P(X) > Q(X)] = [VXP(X) — ¥YxQ(X)] BB



4.42 PL1-Werkzeugkasten, Resolution

a) K(X,y): x ist Kind vonyy.
F(X): x kann fliegen.
Gl(x): x ist glicklich.
Gr(x): X ist grin.
R(X): X ist rosa.

(i) Vx(vy(K(y, x) > F(y))) = GI(x))

(i) VX(Gr(x) = F(x))

(i) Vx([3y(K(X, y) AGr(y)) = Gr(x)] A[-3y(K(X, y) AGr(y)) = R(X)])
(iv)  WX(Gr(x) - Gl(x))

b)

[

Vx(Vy(K(y, x) = F(y)) = GI(x)) Geg
VX(Gr(x) — F(x)) Geg
3 VX([FY(K(x, y) AGr(y)) > Gr(x)] A[-3y(K(x, y) AGr(y)) > R(X)]) Geg
Zeige WVX(Gr(x) — GI(x))

N

Zeige Gr(a) —>Gl(a)
4 Gr(a) Ann
5 vy(K(y,a) = F(y)) — Gl(a) Sp, 1
Zeige Vy(K(y,a) > F(y))
Zeige K(b,a) > F(b)
6 K(b,a) Ann
7 [Fy(K(b, y) A Gr(y)) — Gr(b)] A[ﬂgy(lé(b, y) AGr(b)) — R(b)]
P,
8 Jy(K(b, y) A Gr(y)) — Gr(b) UB, 7
9 K(b,a) AGr(a) UE, 4,6
10 Jy(K(b, y) AGr(y)) EE, 9
11 Gr(b) MP, 8,10
12 Gr(b) - F(b) Sp, 2
13 F(b) MP, 12,11
14 K(b,a) - F(b) BB
15 vy(K(y,a) = F(y)) AB
16 Gl(a) MP, 5,15
17 Gr(a) > Gl(a) BB

18 Wx(Gr(x) — GI(x)) AB



d)

Resolution fur
X(VY(K(Y,X) = F(y))) > GI(x)) A ¥X(Gr(x) > F(x)) A
YX([FY(K (X, ) AGr(y)) = Gr(x)] A = VYx(Gr(x) - GI(x)):
Bereinigung >
X(VY(K(Y,X) = F(y))) > Gl(x)) A Vz(Gr(z) > F(2)) A
Yu([Ev(K(v,u) AGr(u)) — Gr(v)] A —=VYwW(Gr(w) — Gl(w))
Beseitigung der Implikationen -
VX(=VY(—K(y,X) v F(y)) vGI(X)) A VZ(—=Gr(z) v F(2)) A
Yu(—=3av(K(u,v) AGr(v)) v Gr(u)) A —VYw(=Gr(w) v Gl(w))
Negationen bis an die atomaren Aussagen nach innen bringen -
X@3y(K(y, x) A=F(y)) vGI(x)) A Vz(-=Gr(z) v F(2)) A
Yu(W(=K(u,v) v —=Gr(v)) v Gr(u)) A Iw(G(w) A —-Gl(w))
Quantoren nach vorne bringen (pranex machen) >
Vx3AyVzvuvvaw [ (K(y, X) A=F(y)) v GI(X)) A (=Gr(z) v F(2)) A
(=K (u,v) v=Gr(v)) vGr(u)) A (Gr(w) A=Gl(w))]
Skolemisierung 2>
VXVZVUWV [(K( T (X),X) A=F (T (X)) vGI(X)) A (=Gr(z)v F(2)) A
(=K (u,v) v =Gr(\v)) vGru)) A (Gr(g(x,z,u,v)) A=Gl(g(x,z,u,v)))]
in KINF bringen, Allguantoren weglassen -
(K(f(x),x) vGIX) A(=F(f (X)) vGI(X)) A (=Gr(z)v F(2)) A
(=K (u,v) v=Gr(v)) vGr(u)) A (Gr(g(x,z,u,v)) A=GIl(g(X,z,u,V)))
in KINF-Mengenform -
{K(E (), %), G} {=F (1 (X)), GlI(¥)} . {=GCr(z) v F(2)},
{—|K(U, V)! —|Gr(V), Gr(U)}, {Gr(g(x’ Z, U,V))}, {—|G|(g(x, Z, U,V))}}
Variablen wieder separiert und Klauseln in Listenform -

1. {K(f(r),r),GI(r)}

2. {=F(f(s),Gl(s)}

3. {Grit)vF(@®)}

4. {=K(p,q),—Gr(a),Gr(p)}

5. {Gr(g(x,z,u,v))}

6. {—Gl(g(x,z,u,v))}

Resolutionsschritte ergeben folgende neue Knoten:

7. {F(f(g(x,z,u,v)))} aus 2,6, [s/g(x,z,u,v)]

8. {K(f(g(x,z,u,v)),g(x,z,u,v))} aus1,6,[r/g(x,zuVv)]

9. {-Gr(f(g(x,z,u,v)} ausl,6, [t/ f(g(x z,u,v)}
10. {_‘K(f (g(X1 Z,U,V)),Q),ﬁGr(q)} aus 4! 9! [ p/ f(g(X, Z,U,V))}]
11. {~Gr(g(x,z,u,v))} aus 8, 10,[q/g(x,z,u,v)]
12. {} aus 5,11

[ Wir haben per Resolution gezeigt, dass aus (i) A (ii) A (iiia) A —(iv) die leere
Klausel, also die ,,Widerspruchskonstante™ L folgt, d.h. (i)A(ii)A(iiia) — (iv). ]

Wenn Du glicklich bleiben willst, solltest Du vorsichtshalber hdchstens mit einem
grinen Drachen Kinder bekommen. [... denn Drachen ohne Kinder sind gliicklich,
rosa Drachen mit Kindern aber nur dann mit Sicherheit, wenn das andere Elternteil
griin ist, denn dann sind alle Kinder griin und kénnen fliegen.]



4.43 PL1-Tableaux

Schema eines Knotens:

(Knotennummer) [Formel bzw. X| [Herkunftsknoten bzw. Knoten mit Literalwiderspruch]

(1) =WI(VXP(X) > Q(X)]AP(y)) »>Q(y)]
(2) —[(vX[P(x) = Q()]A P(c)) = Q(c)] [1]

(3) (VX[P(x) > Q(x)]A P(c)) [2]
(4) —Q(c) [2]
(5) VXIP(x) > Q(x)] [3]
(6) P(c) [3]
(7) P(c) > Q(c) [5]
(8) —P() [71(9 Q) []
X [6,8] X [4,9]

Alle Zweige sind geschlossen. Die Wurzelformel ist also unerfillbar, und ihre Negation ist
allgemeingiltig.



4.44 PL1-Tableaux

Der unten begonnene Tableaubaum beginnt mit den Formalisierungen der Aussagen, dass

1. aund ¢ Geschwister und

2. a und c verschwégert sind,

3. unterschiedliche Geschwister einer Person Geschwister voneinander sind,
4. die Geschwister-Beziehung symmetrisch ist, und schlie3lich dass

5. Geschwister nicht miteinander verheiratet und

6. Verheiratete nicht identisch sind.

sind. Zur Verkirzung des Beweises ...

e ist beim Fakt 3 die Implikation [(G(X,y) AG(X,2) AU(Y,2)] > G(y,z) gleich dquiva-
lent als Klausel —G(X,y)v —=G(X,2)v=U(y,z)vG(y,z) formuliert und dhnlich beim
Fakt 4 die Implikation G(x,y) — G(y, x) als Klausel —G(x,y) v G(Y,X),

e ist unter Knoten (6) unten nur der linke Ast ausgearbeitet (Der rechte ergibt sich
analog, verwendet aber zusétzlich die Symmetrie von G),

e sind fur Oder-Ketten mit mehr als zwei Gliedern auch mehr als zwei Kinder erlaubt,
mit analog erweiterten Tableau-Regeln, siehe Knoten (21).

1) G(a,c)

(2)  @Ey[G(a, y) AH(y,c)]lvIy[H(a y) AG(y,c)]]
(3) WxYyVz[-G(X,y) v—-G(X,2)v-U(y,z) v G(Y,2)]

(4) VXVY=[(G(x, y) AH (X, y)]
(5) VXVY=[(G(x y) AH (X, Y)]
(6) VXVY[(=H (X, y) vU(x, y)]
(7)  IG(a y)AH(y.c)l [2] (8) Iy[H(a, y)~G(y,c)] [2]
9) G(a,b) AH(b,c) [7] (10) H(a,b) AG(b,c)] [8]
(11) G(a,b) [9] (12) H(a,b) [10]
(13) H(b,c) [9] (14) G(b,c) [10]
(15) vy[(—=H (b,y) vU (b, y)] [6] analog zum linken Ast
(16) —H(b,c)vU(b,c) [15] hier weiterfilihren ...
(17) —H(b,c) [16] (18) U (b,c) [16]

X [13,17] (19) wyvz[-G(a,y)v—-G(a,z) v=U(y,2) vG(y,2)] [3]
(20) Vz[-G(a,b)v—-G(a,z)v—-U(b,z)vG(b,z)] [19]
(21) —G(a,b) v—-G(a,c) v—-U(b,c) vG(b,c) [20]

(22) —-G(@by  (23) ﬁe(a,m (he(b,c)

X [11,22] X [1,22] X [18,22]

(26)  vy=[(Gb,y)AH(b, )] [5]
(27)  —[Gb,c)AHD.C)]  [26]

/ |
(28) —(G(b,c) [27] (29)—=H(b,c) [27]
X [25.28] X [13.29]



Und nun zur abschlieRenden Frage beziiglich EheschlieRung:

Er lebt ja leider nicht mehr, daher stellt sich auch die Frage rechtlich nicht. Lediglich vor
seiner letzten Ehe konnte er friiher einmal seine spatere Schwagerin geheiratet haben. Diese
Ehe hielt dann aber nicht.

4.45 Pranexe Form

a) [ x kommt frei und gebunden vor. y kommt zweimal als Kopfvariable eines Quantors
vor, daher ... ]
bereinigen -2 VxayP(Xx, y) A YUR(v,u)
Quantoren vorziehen > Vx3yVvu (P(x, y) A R(v,u))

b) [ x kommt in zwei Quantisierungen als Kopfvariable vor, daher ... ]
<> ersetzen =2 VYYIX[(R(X, y) = —3xQ(Y, X)) A (—3IXQ(Y, X) = R(X, ¥))]
bereinigen =2 VYIX[(R(X, y) = —3zQ(Y, 2)) A (—=3vQ(Y,V) = R(X, V)]
—> ersetzen =2 VYYIX[(—R(X,y) v—=3zQ(Y, 2)) A AvQ(Y,V) v R(X, V)]

Negation nach innen = Vyax[(—=R(x, y) v Vz—Q(Y, 2)) A @vQ(Y,V) v R(X, ¥))]
Quantoren vorziehen > Vyaxvzav[(—R(x, y) v —=Q(Y, 2)) A (Q(Y,V) v R(x, V)]

4.46 Skolem-Form

a) P(a)
b) VXR(X, (X))
C) VxVzS(x, f(X),z,9(x,2))
d) [ Achtung: 1. [u] Kopfvariable, 2. [u] frei; also zun&chst bereinigen. Alternativ Quan-
torbeseitigung (Satz 4.23), auf Ju angewendet, fiihrt zum gleichen Endergebnis. ]
> vx3ayaviP(x, g(y, (X)) v —Q(z) v —=R(u, y)] (Bereinigung)
> VxaV[P(x, g(h(x), f(x))) v =Q(z) v =R(u, h(x))]
2> YX[P(x, g(h(x), f (x))) v =Q(2) v =R(u, h(x))]

4.47 Klausel-Normalform

a) abschlieRen =2 IX[P(X) = (Yy3zZ[S(x,2) v R(X, Y, 2)])]
— ersetzen -2 IX[-P(X) v (Vy3Fz[S(X, 2) v R(X, Y, 2)])]
[ ist bereits bereinigt, Negationen sind bereits innen ]
Quantoren vorziehen - 3IxVvy3dz[-P(x) v S(X,z) v R(X, Y, z)]

skolemisieren 2> VW[=P(@)vS(a, f(y))vR(ay, f(y))]
Klausel-NF 2 {{-P(a),S(a f(y)),R@y, f(Y)}} xine
b) abschlie3en -2 AyIX[R(X, y) <> —3IxQ(Y, X)]
<> ersetzen =2 AyAX[(R(X, y) = —3IXQ(Y, X)) A (—3IXQ(Y, X) = R(X, )]

2-mal — ersetzen, Doppelneg. beseitigen

=2 JyIX[(—R(X y) v—=IxXQ(Y, X)) A (3IXQ(Y, X) v R(X, ¥))]
bereinigen 2 JyAX[(=R(X, y) v =3zQ(Y, 2)) A (FuQ(y,u) v R(X, ¥))]
Negation nach innen - 3y3ax[(—R(X, y) v Vz—Q(Y, 2)) A (FuQ(y,u) v R(X, ¥))]
Quantoren vorziehen - Jyaxvzau[(—R(x, y) v =Q(Y, 2)) A (Q(y,u) v R(x, y))]
skolemisieren -2 Vz[(—=R(b,a) v—=Q(a,2)) A (Q(a, f(2)) v R(b,a))]

Klausel-NF > {{-R(b.a),—Q(a, 2)}{Q(a 1 (2)) v R(b,a)} kinr



4.48 Unifikation

a) x/a, ylb

b) -

C) -

d) —

e) x/y oder y/x
f) xl/a, yla

4)] x/h(z)

h  x/h(a), z/a

[ Anwendungsbeispiel fir Unifikationsalgorithmus 4.12: Unteraufgabe (h)
Schritt1:  A:=M:={Q(g(x, y). f (x)), Q(a(h(a), y). f(h()))}, s:=1[1]
Schritt2: -
Schritt3:  Li:=Q(g(X, y), f (X)), L2:=Q(g(h(a),y), f (h(z))), & erster Unterschied
Schritt4: -
§CEr!ttgi t:=h(); s:=[x/h@)]; A:={Q(g(h(a),y). f(h(@))), Qa(h(a), ). f (h(2)))}
chritt2: -
Schritt3: L= Q(g(h(a), y), f (h(@))), L2:=Q(g(h(a). y). f (h(@)), €1.U.
Schritt4: -
Schritt5: -
Schritt6:  Li:=Q(g(h(a), y), f(h(@)), L2:=Q(g(h(a),y), f (h(a)))
Schritt5:  t:=a; s:=[x/h(a)]o[z/a]; A :={Q(g(h(a),y). f(h(a))}
Schritt2:  Ausgabe: ,,M ist unifizierbar durch [x/h(a)]o[z/a]“ ]

4.49 Resolution

Formalisierung der Aussage:
VX(—R(X, X) <> R(b, X))
= VX[(=R(X, X) = R(b, X)) A (R(b, X) = —=R(x, X))]
= VX[(R(X, X) v R(b, X)) A (—=R(X, X) v =R(b, x))] bzw.
{{ R(X! X)! R(b’ X) }! {_‘R(X1 X),—|R(b, X) }}KINF

[ Idee: Nicht R(x,x) mit —R(x,x) oder R(b,x) mit —R(b, x) verrechnen,
sondern z.B. —=R(x, x) mit R(b, x) verrechnen und dazu x/b unifizieren!
Aus der KINF wird {{(R(b,b) },{—R(b,b) }}, und dies ermdglicht Resolution zu &. ]

{R(X,X),R(b,x)} {—R(x,x),=R(b,x)}
\[x/bV

&



450 PL1--Werkzeugkasten

a) Man beweist z.B., dass die Formeln zyklisch Folgerungen voneinander sind, hier
exemplarisch die zweite eine Folgerung aus der ersten und die erste eine Folgerung
aus der letzten:

1 IXPO)AYXVY((P(X) AP(Y) > Xx=Y) Geg
Zeige IXP(X) A—AY((P(X) AP(Y) AXZY)

2 AXP(x) UB, 1

Zeige —3IxAY(P(X)AP(Y)AXx=Y)
3 IXAY(P(X) AP(Y) AXZY) Ann
4 Jy(P(@) AP(y))ra=y) EB, 3
5 (P(@)AP()ra=b EB, 4
6 P(a) AP(b) UB, 5
7 azb UB, 5
8 VXVY((P(X) AP(Y)) > x=Y) UB, 1
9 vy((P(a) AP(y)) >a=Y) Sp, 8 [x/a]
10 (P(@)AP(Y)) >a=b Sp, 9 [y/b]
11 a=b MP, 6,10
12 1 WE, 7,11
13 —3XIY((P(X) AP(Y) AX#Y) IB
14 AXP(X) A—=IXTY((P(X) AP(Y)) AXZY) UE, 2,13
15 IXP(X) A=IXAY((P(X) AP(Y)) AX#Y) DB
1 IXVY(P(y) <> x=Y)) Geg

Zeige IXP(X) AVXVY((P(X) AP(Y)) = x=Y)

2 Vy(P(y) «<>a=y) Sp, 1 [x/a]
3 P(@)«<a=a Sp, 2 [y/a]
4 a=a—P(a) GB, 3
5 a=a Rf=
6 P(a) MP, 4,5
7 AXP(X) EE, 6

Zeige VYXVY((P(X) AP(Y)) > x=Y)

Zeige VY((P(b) AP(y)) >b=Yy)
Zeige (P(b)AP(c)) >b=c

8 P(b) A P(c) Ann
9 P(b) EB, 4
10 P(b)<«<>a=b Sp, 2 [y/b]
11 P(b) »>a=b GB, 10
12 a=b MP, 11,9
13 b=a Sy=, 12
14 P(c) EB, 4
15 P(c)«—a=c Sp, 2 [y/c]
16 P(c) »a=c GB, 10
17 a=c¢ MP, 9,11
18 b=c Tr=, 13,17
19 (P(b) AP(c)) >b=c BB
20 Vy((P(b) AP(y)) >b=Y) AB
21 VXVY((P(X) AP(y)) > x=Y) AB
22 IXP(X) AVXVY((P(X) AP(Y)) &> x=Y) UE, 7,21



b)1  3IxVy(R(X,Y,Y) AR(Y,X,Y)) Geg

2 YwWYXVYVZ((R(W, X, Y) AR(W, X,2)) > Yy =2) Geg

Zeige VxVY(Vz(R(X,z,2) AR(z,X,2) AR(Y,2,2) AR(Z,Y,2)) > X=1Y)

Zeige VY(Vz(R(a,z,2) AR(z,a,2) AR(Y,2,2) AR(z,Y,2)) > a=Yy)
Zeige Vz(R(a,z,z) AR(z,a,2) AR(b,z,2) AR(z,b,2)) >a=Db

3 Vz(R(a,z,z2) AR(z,a,z2) AR(b, z,2) AR(z,b, 2)) Ann
4 R(a,a,a) AR(a,a,a) AR(b,a,a) AR(a,b,a) Sp, 3 [z/a]
5 R(a,b,b) AR(b,a,b) AR(b,b,b) AR(b,b,b) Sp, 3 [z/b]
6 R(a,b,a) UB, 4
7 R(a,b,b) UB, 5
8 R(a,b,a) AR(b,b,b) UE, 6,7
9 vxVvyVvz((R(a,x,y) AR(a,x,2)) > y=12) AB, 2 [w/a]
10 vyvz((R(a,b,y) AR(a,b,2)) > y=12) AB, 9 [x/b]
11 vz((R(a,b,a) AR(a,b,z)) »>a=12) AB, 10 [y/a]
12 (R(a,b,a) AR(a,b,b)) >a=Db AB, 11 [z/b]
13 a=>b MP, 8,12
14 Vvz(R(a,z,z) AR(z,a,z) AR(b,z,Z) AR(z,b,2)) >a=b IB
15 vy(Vz(R(a,z,2) AR(z,a,2) AR(Y,2,2) AR(z,Y,2)) > a=Yy) AB [y/b]
16 VWxvy(Vz(R(x,z,z2) AR(z,%,2) AR(Y,2,2) AR(2,Y,2)) > X=Y) AB [x/a]

Zu “iibrigens”:
Beispielsweise Allquantorketten wie in Yw,X,y,z Q(w,X,Yy,z) mit gleichzeitiger Ersetzung
mehrerer Quantorvariablen bei Sp und in der Gegenrichtung mehrerer Konstanten bei AB.



